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1 Wprowadzenie  

Znaczňce zwiŗkszenie dostŗpnych zasob·w obliczeniowych pociňga za sobň fundamentalne 

zmiany w stosowanych metodologiach projektowania konstrukcji. Inƭynierowie konstruktorzy 

oczekujň nie tylko bardziej efektywnych obliczeż, ale r·wnieƭ ămňdrzejszegoó oprogramowania, 

kt·re umoƭliwi wykonanie automatycznie wiŗkszej liczby zadaż. Zautomatyzowane 

projektowanie jest szybsze, lecz nie zawsze ekonomiczniejsze od projektowania tradycyjnego. 

EkonomicznoƑĻ rozwiňzaż konstrukcyjnych silnie zaleƭy od przyjŗtej metodologii oraz przyjŗtych 

danych wejƑciowych. W przypadku gdy zadanie projektowe wykracza poza ramy przyjŗtej 

metodologii lub przyjŗte zostaĠy niewĠaƑciwe zaĠoƭenia, otrzymane wyniki mogň byĻ obarczone 

bĠŗdem. Naleƭy zauwaƭyĻ, ƭe bĠňd ten niekoniecznie znajduje siŗ po bezpiecznej stronie, co moƭe 

mieĻ tragiczne konsekwencje.  

Popularnym obszarem automatyzacji obliczeż inƭynierskich jest znormalizowana weryfikacja 

noƑnoƑci element·w konstrukcyjnych. W Europie polega to zwykle na weryfikacji wytrzymaĠoƑci 

i statecznoƑci elementu zgodnie z normami Eurokodu. CzŗƑĻ parametr·w wymaganych do 

przeprowadzenia tych weryfikacji moƭe byĻ uzyskana bezpoƑrednio z modelu konstrukcji (np.: 

wymiary przekroju poprzecznego, dĠugoƑĻ elementu, wĠaƑciwoƑci materiaĠu itd.). PozostaĠe 

parametry muszň byĻ podane przez uƭytkownika (np.: punkt przyĠoƭenia obciňƭenia, schemat 

zbrojenia element·w ƭelbetowych, wielkoƑĻ i szczeg·Ġy poĠňczenia, itd.). OkreƑlenie parametr·w 

definiowanych przez uƭytkownika (np. wsp·Ġczynnik wyboczenia giŗtnego) czŗsto zwiňzane jest 

ocenň inƭynierskň i informacjami niedostŗpnymi w modelu konstrukcji. Dlatego trudno jest 

zastňpiĻ parametry wprowadzane przez uƭytkownika, wiarygodnymi obliczeniami 

automatycznymi.  

Wprawdzie niekt·re oprogramowania do projektowania konstrukcji oferujň automatyczne 

wyznaczanie wsp·Ġczynnika wyboczenia giŗtnego, to jego zakres jest czŗsto ograniczony do 

podstawowych przypadk·w. Uƭytkownicy nieƑwiadomi tych ograniczeż sň naraƭeni na 

popeĠnienie istotnych bĠŗd·w w swoich projektach. Narzŗdzie do automatycznego wyznaczania 

wsp·Ġczynnika wyboczenia giŗtnego dostŗpne w AxisVM (w dalszej czŗƑci przewodnika 

nazywane Narzŗdzie AutoNcr) zostaĠo opracowane ze szczeg·lnym naciskiem na zapewnienie 

duƭego zakresu dziaĠania i przejrzystoƑci obliczeż. Nastŗpny rozdziaĠ tego opracowania wyjaƑnia 

zakres i cele Narzŗdzia AutoNcr. Dziŗki temu uƭytkownicy AxisVM mogň zadecydowaĻ w czym 

i kiedy bŗdzie to pomocne. Kolejny rozdziaĠ o metodologii wyjaƑnia algorytm obliczeż, w celu 

lepszego zrozumienia ograniczeż stosowania Narzŗdzia AutoNcr. PrzykĠady natomiast 

przedstawiajň przypadki, kiedy AutoNcr moƭe byĻ pomocne oraz tak jak powyƭej, gdzie leƭň 

ograniczenia w jego stosowaniu. 



 

 

2 Cele i zakres  

Narzŗdzie do automatycznego wyznaczania wsp·Ġczynnika wyboczenia pozwala speĠniĻ dwa 

sprzeczne cele:  

¶ Oszczŗdza czas 

Typowym przykĠadem jest prosty, lecz duƭy model numeryczny  

ze znacznň liczbň r·ƭnych element·w. Uƭytkownik zna odpowiadajňce wsp·Ġczynniki 

wyboczeniowe dla kaƭdego elementu, lecz ich przyporzňdkowanie do kaƭdego elementu 

zajmuje duƭo czasu. Narzŗdzie do automatyzacji moƭe to zrobiĻ w jednej chwili. 

¶ Zajmuje siŗ skomplikowanymi przypadkami 

Skomplikowany ukĠad konstrukcyjny lub poĠňczenia podatne sň tylko dwoma przykĠadami, 

kiedy podanie wiarygodnych wsp·Ġczynnik·w wyboczeniowych dla element·w 

konstrukcyjnych jest trudne bez przeprowadzenia zaawansowanych analiz. Narzŗdzie do 

automatyzacji moƭe przeprowadziĻ niezbŗdne obliczenia w tle, a nastŗpnie podaĻ 

uƭytkownikowi wartoƑci wsp·Ġczynnik·w wyboczeniowych w dogodnej dla niego formie.  

W przypadku skomplikowanych ukĠad·w konstrukcyjnych, zanim obliczenia bŗdň mogĠy byĻ 

rozpoczŗte, od uƭytkownika wymagane jest podanie dodatkowych informacji, a same obliczenia 

wymagajň zaawansowanych algorytm·w. Takie narzŗdzie wymaga od uƭytkownika poƑwiŗcenia 

wiŗcej czasu na etapie wprowadzania danych, niƭ miaĠoby to miejsce w przypadku prostego 

narzŗdzia, pozwalajňcego na obliczenia tylko podstawowych przypadk·w. Naszym gĠ·wnym 

celem jest znalezienie takiego poziomu zĠoƭonoƑci, kt·ry pozwoli wiŗkszoƑci uƭytkownikom na 

przeprowadzanie szybkich obliczeż w szerokim zakresie przypadk·w, jak r·wnieƭ nie zniweczy 

jego przydatnoƑci w rzeczywistych zadaniach. Dlatego wiŗc, aktualna wersja Narzŗdzia AutoNcr 

nie zostaĠa zaprojektowana tak, aby sprostaĻ szczeg·lnym przypadkom w odniesieniu do ukĠadu 

strukturalnego, geometrii element·w i rozdziaĠu obciňƭenia. W przyszĠoƑci przewidywane sň 

ulepszenia w tym zakresie, poprzez rozszerzenie Narzŗdzia AutoNcr.  

Poza kwestiň poziomu zĠoƭonoƑci, istotne jest okreƑlenie rodzaju odpowiedzi jakiej oczekujemy 

od Narzŗdzia AutoNcr. W typowych przypadkach nie oczekujemy od uƭytkownika 

przeprowadzenia analizy II-go rzŗdu, w celu okreƑlenia noƑnoƑci wyboczeniowej elementu, ale do 

zastosowania uproszczonej metodologii opierajňcej siŗ na wyznaczeniu sprŗƭystej siĠy krytycznej 

(Ncr) i wsp·Ġczynnik·w redukcyjnych otrzymanych w oparciu o badania eksperymentalne. Ta 

metodologia opisana zostaĠa na przykĠad w normie Eurokod 3 (EC3-1-1, punkt 6.3). ZakĠada 

ona, ƭe smukĠoƑĻ elementu jest proporcjonalna do sprŗƭystej siĠy krytycznej Ncr. SiĠa ta powinna 

byĻ wyznaczona na podstawie wĠaƑciwoƑci brutto przekroju i elementu. W omawianej 

metodologii imperfekcje elementu, naprŗƭenia rezydualne i wariacja granicy plastycznoƑci sň juƭ 

uwzglŗdnione we wsp·Ġczynnikach, dlatego teƭ te efekty nie muszň byĻ ponownie uwzglŗdnione 

przy wyznaczaniu wartoƑci Ncr. 

Liniowa analiza wyboczeniowa rozwiňzuje problem wĠasny idealnie liniowego, sprŗƭystego 

elementu. Uwzglŗdnia ona rozkĠad siĠy normalnej  

w elemencie oraz ograniczenia wynikajňce z warunk·w brzegowych lub element·w 

dochodzňcych. W ten spos·b otrzymuje siŗ siĠŗ Ncr wymaganň przez opisanň powyƭej 

metodologiŗ.  



 

 

Narzŗdzie AutoNcr jest tak zaprogramowane, aby dostarczyĻ sprŗƭyste obciňƭenie krytyczne (i 

odpowiadajňce mu wsp·Ġczynniki wyboczenia giŗtnego) bez koniecznoƑci przeprowadzania 

czasochĠonnych, liniowych analiz wyboczeniowych dla modelu konstrukcji.  

Naleƭy podkreƑliĻ, ƭe bĠŗdy modelowania (np.: niewĠaƑciwe wiŗzy, sztywnoƑĻ poĠňczeż, brak 

szczeg·Ġ·w konstrukcyjnych) wpĠywajň na wyniki podawane przez Narzŗdzie AutoNcr na tyle, na 

ile wpĠywajň one na wyniki liniowej analizy wyboczeniowej. Dlatego uƭytkownik powinien siŗ 

upewniĻ czy model numeryczny prawidĠowo odwzorowuje wiŗzy i poĠňczenia analizowanych 

element·w. Ponadto zachŗca siŗ, aby uƭytkownik przeprowadzaĠ ocenŗ inƭynierskň otrzymanych 

wynik·w automatycznych obliczeż, a w przypadku, gdy nie jest ich pewny wykonaĠ dalsze analizy. 

 



 

 

3 Metodologia  

Algorytm obliczeż automatycznych opiera siŗ na rekomendacjach European Convention 

for Constructional Steelwork zawartych w normie EC3-1-1 (ECCS, 2006). Metodologia 

przedstawiona w Aneksie A zostaĠa zaimplementowana i rozszerzona w celu zwiŗkszenia zakresu 

obsĠugiwanych przypadk·w przez Narzŗdzie AutoNcr.  

Zgodnie z metodologiň przedstawionň w Aneksie A dĠugoƑĻ wyboczeniowa wyznaczana jest 

niezaleƭnie dla kaƭdego elementu konstrukcji wedĠug uproszczonego modelu. Model ten jest 

przyjmowany poprzez wydzielenie analizowanego elementu ze zĠoƭonej konstrukcji i zastňpienie 

element·w dochodzňcych podporami podatnymi. Metodologia opisana we wspomnianej 

dokumentacji pozwala na analizŗ pojedynczego sĠupa podpartego na obu kożcach przez belki 

prostopadĠe i/lub jego kontynuacjŗ (Rysunek 1a). Opisane podejƑcie w Narzŗdziu AutoNcr zostaĠo 

rozszerzone o dwa poniƭsze aspekty:  

¶ Wprowadzenie podp·r lub element·w dochodzňcych nie jest ograniczone do wŗzĠ·w 

kożcowych analizowanego elementu. Dozwolona jest kaƭda liczba dochodzňcych element·w 

w dowolnych punktach na dĠugoƑci analizowanego elementu. 

¶ Wystarczajňco dokĠadne wyniki spodziewane sň w przypadkach, gdy elementy Ġňczň siŗ pod 

dowolnym kňtem w pĠaszczyƫnie (Ǡ). OƑ Ƒrodkowa element·w dochodzňcych nie musi 

znajdowaĻ w pĠaszczyƫnie wyboczenia analizowanego elementu. Kňt miŗdzy elementem 

dochodzňcym a pĠaszczyznň wyboczenia (ǟ) moƭe zmieniaĻ siŗ  

w duƭym zakresie nie powodujňc przy tym utraty dokĠadnoƑci rozwiňzaż (Rysunek 2).  

Uproszczony model zastosowany w Narzŗdziu AutoNcr jest pokazany na Rysunku 1b. Proszŗ zwr·ciĻ 

uwagŗ, ƭe pomimo rozszerzenia oryginalnego podejƑcia (opisanego w ZaĠňczniku A normy PN-EN 

1993-1-1) obliczenia nadal opierajň siŗ na uproszczonym modelu, kt·ry pozwala na uwzglŗdnienie 

tylko bezpoƑrednio dochodzňcych element·w do analizowanego elementu. Tak wiŗc, jeƑli oddalone 

elementy konstrukcji majň wpĠyw na wyboczenie giŗtne analizowanego elementu to 

podejƑcie uproszczone nie zapewni dokĠadnej wartoƑĻ siĠy N cr. Odpowiadajňce ograniczenia sň 

opisane na kożcu tego rozdziaĠu.  

  



 

 

 

 

Rysunek 1 Por·wnanie zaĠoƭeż uproszczonego modelu i jego zakres w metodologii ECCS (a) oraz w programie 

AxisVM (b).  

 

 

Rysunek 2 DokĠadnoƑĻ Narzŗdzia AutoNcr zastosowanego w programie AxisVM wykorzystywanego do wyznaczania 

wsp·Ġczynnika wyboczeniowego sĠupa podpartego przez belkŗ ustawionň pod r·ƭnym kňtem (szczeg·Ġy patrz 

przykĠad w punkcie 4.3.4). Proszŗ zauwaƭyĻ, ƭe bĠňd obliczeniowy jest pomijalny dla duƭego zakresu kombinacji 

kňt·w ǟ i Ǡ. 

 

  



 

 

Podparcie w modelu uproszczonym moƭe odzwierciedlaĻ cztery typy wiŗz·w w globalnym 

modelu numerycznym: 

¶ Zablokowany stopież swobody 

AxisVM umoƭliwia uƭytkownikowi na zablokowanie kaƭdego z szeƑciu wŗzĠowych stopni 

swobody w kaƭdym wŗƫle. Tak zdefiniowane przez uƭytkownika ograniczenia (wiŗzy) sň 

przyjmowane w modelu uproszczonym jako podpory sztywne.  

¶ Podpora wŗzĠowa 

Podpory z charakterystykň liniowň wprowadzone do dowolnych wŗzĠ·w na elemencie 

kopiowane sň do modelu uproszczonego bez modyfikacji. Podpory o charakterystyce 

nieliniowej sň zastŗpowane przez podpory liniowe ze sztywnoƑciň odpowiadajňcň 

charakterystyce poczňtkowej podpory nieliniowej. Podpory o charakterystyce niesymetrycznej 

(tj. aktywne przy Ƒciskaniu lub rozciňganiu) nie sň uwzglŗdniane i zastŗpowane sň przez 

podpory o charakterystyce symetrycznej.  

¶ Zwolnienia wŗzĠowe elementu 

Element w uproszczonym modelu ma sztywne zwolnienia, dlatego oryginalne zwolnienia sň 

reprezentowane przez podpory na kożcach elementu. Utwierdzone, podatne i przegubowe 

zwolnienia sň modelowane odpowiednio jako podpory sztywne, podatne i przegubowe. 

Ograniczona noƑnoƑĻ podp·r nie jest brana pod uwagŗ.  

¶ Elementy dochodzňce 

Podparcie moƭe byĻ zrealizowane przez inny element dochodzňcy. Zaleƭy ono wtedy mocno od 

warunk·w podparcia i siĠ wewnŗtrznych w dochodzňcym elemencie. Narzŗdzie AutoNcr 

klasyfikuje elementy dochodzňce w oparciu o warunki podparcia na ich kożcach. Rysunek 3 

podsumowuje moƭliwe konfiguracje podp·r dla element·w dochodzňcych. Narzŗdzie AutoNcr 

moƭe uwzglŗdniĻ takƭe redukcjŗ sztywnoƑci podparcia ze wzglŗdu na siĠŗ osiowň w elemencie 

dochodzňcym. Rysunek 4 przedstawia jak wzrost siĠy osiowej w elemencie podpierajňcym 

zmniejsza sprŗƭystň siĠŗ krytycznň elementu podpieranego. Naleƭy zwr·ciĻ uwagŗ na dokĠadnoƑĻ 

Narzŗdzia AutoNcr. 

 

 

Rysunek 3 Konfiguracja podparĻ element·w dochodzňcych uwzglŗdniona przez uproszczony model.  



 

 

 

Rysunek 4 Sprŗƭysta siĠa krytyczna sĠupa jako funkcja stosunku siĠy Ƒciskajňcej na jego g·rze i dole (szczeg·Ġy patrz 

przykĠad w punkcie 4.2.5). 

 

Jeƭeli podpora w uproszczonym modelu jest zĠoƭona z kilku czŗƑci (np. kilka element·w 

dochodzňcych i podatne zwolnienie wŗzĠowe) to jej sztywnoƑĻ podparcia jest wyznaczona jako 

kombinacja wpĠyw·w czŗƑci skĠadowych. 

Wsp·Ġczynnik wyboczenia giŗtnego jest wyznaczany na podstawie wzor·w z dokumentacji ECCS 

(ECCS, 2006).  

Dla nieprzechyĠowej postaci wyboczenia zalecane wyraƭenie przyjmuje postaĻ wg wzoru (298) 

ὒ

,

ρ πȢρτυ– – πȢςφυ––

ς πȢσφτ– – πȢςτχ––
 

 

Dla przechyĠowej postaci wyboczenia wg wzoru (299)  

ὒ

,

ρ πȢς– – πȢρς––

ρ πȢψ– – πȢφπ––
 

gdzie Lcr jest dĠugoƑciň wyboczeniowň; ʂ1 i ʂ2 sň tzw. wsp·Ġczynnikami dystrybucji, kt·re opisujň 

warunki podparcia elementu na obu kożcach. Wsp·Ġczynniki dystrybucji sň wyznaczane na 

podstawie sztywnoƑci podp·r w modelu uproszczonym, zgodnie z przytaczanň metodologiň na 

podstawie wzor·w (293) i (294), lecz rozszerzonň o moƭliwoƑĻ uwzglŗdnienia dodatkowych 

warunk·w podparcia.  

Zastosowanie opisanej metodologii jest ograniczone przez nastŗpujňce czynniki:  

¶ SztywnoƑci podparĻ w uproszczonym modelu sň uzaleƭnione od wĠaƑciwoƑci tylko tych 

element·w, kt·re sň bezpoƑrednio poĠňczone z analizowanym elementem. Dlatego dokĠadne 

wyniki mogň byĻ zagwarantowane tylko dla prostych konstrukcji skĠadajňcych siŗ z kilku 

element·w. Naleƭy pamiŗtaĻ, ƭe (za wyjňtkiem wyidealizowanych prŗt·w kratownicy) elementy 

konstrukcji nie wybaczajň siŗ indywidualnie, lecz kilka lub wszystkie z nich tracň 

statecznoƑĻ jednoczeƑnie. Dlatego wyboczenie giŗtne pojedynczego elementu w zĠoƭonej 

konstrukcji moƭe silnie zaleƭeĻ od dalej poĠoƭonych element·w. Model uproszczony w Narzŗdziu 

AutoNcr  generalnie nie uwzglŗdnia takiego wpĠywu poƑredniego.  



 

 

Biorňc pod uwagŗ, ƭe waƭnym obszarem zastosowania sň konstrukcje ramowe, Narzŗdzie 

AutoNcr zostaĠo skalibrowane tak, aby zapewniĻ prawidĠowe wyniki dla element·w ukĠad·w 

ramowych, jeƭeli speĠniony jest poniƭszy warunek:  

 
ὔ ȟ

ὔ ȟ

ὔ ȟ

ὔ ȟ
    

dla wszystkich i, gdzie NEd jest obliczeniowň siĠň osiowň; Ncr jest sprŗƭystň siĠň krytycznň przy 

zaĠoƭeniu swobodnie podpartego elementu (tzw. siĠa Eulera); m oraz i odnoszň siŗ odpowiednio 

do analizowanego elementu i wszystkich r·wnolegĠych element·w w ramie. Ten warunek jest 

zazwyczaj speĠniony przez oba sĠupy i rygle typowego ukĠadu ramowego.  

¶ ZakĠada siŗ staĠy rozkĠad siĠy osiowej pomiŗdzy kolejnymi poĠňczeniami kaƭdego elementu. 

W uproszczonym modelu rozkĠad wyƭszego rzŗdu siĠy osiowej jest zamieniany na rozkĠad 

staĠy, wykorzystujňc nastŗpujňce zaĠoƭenie: siĠy w elemencie sň modelowane jako 

maksymalna wartoƑĻ siĠy Ƒciskajňcej z niejednorodnego rozkĠadu wzdĠuƭ caĠego 

elementu.  

¶ Efekt usztywniajňcy element·w poddanych rozciňganiu nie jest uwzglŗdniany.  

¶ ZakĠada siŗ, ƭe elementy majň staĠy przekr·j na swojej dĠugoƑci. Elementy podpierajňce ze 

zbieƭnym przekrojem sň zastŗpowane przez elementy o staĠym przekroju. Charakterystyka 

przekroju zastŗpczego ma zapewniĻ dobre przybliƭenie minimalnej sztywnoƑci obrotowej, jakň 

jest w stanie zapewniĻ element o zbieƭnym przekroju. Wiŗcej informacji o tym zagadnieniu 

znajduje siŗ w Rozdziale 4.3.5.  

Uƭytkownik powinien zapoznaĻ siŗ z powyƭszymi ograniczeniami. Decyzja o korzystaniu 

w projektowaniu z Narzŗdzia AutoNcr powinna opieraĻ siŗ na znajomoƑci zaĠoƭeż i metodologii 

przyjŗtej w programie. PrzykĠady przedstawione w kolejnych rozdziaĠach powinny przybliƭyĻ 

Narzŗdzie AutoNcr i jego granice stosowalnoƑci.  



 

 

4 PrzykĠady pojedyncz ych element ·w 

W niniejszym rozdziale przedstawione sň przykĠady sĠupa podpartego przez kilka typ·w 

wiŗz·w. Celem tych przykĠad·w jest pokazanie jak dziaĠa model uproszczony Narzŗdzia AutoNcr 

i jakie sň jego ograniczenia. Pierwszy przykĠad dotyczy najprostszego przypadku tj. wyboczenia 

swobodnie podpartego sĠupa. Nastŗpnie przedstawione sň przykĠady o rosnňcej zĠoƭonoƑci.  

PrzykĠady te sĠuƭň takƭe jako przykĠady weryfikacyjne. Dlatego wyniki dla sprŗƭystej liniowej analizy 

wyboczeniowej pokazane sň jako referencja, a nieliniowa analiza statyczna zostaĠa przeprowadzona 

takƭe na modelach z zastŗpczymi imperfekcjami poczňtkowymi zgodnymi z normň EC3-1-1 5.3.2. 

PozwoliĠo to na pokazanie i por·wnanie wynik·w otrzymanych w ramach bardziej zaawansowanych 

analiz, kt·re sň odpowiednie w przypadku zĠoƭonych zagadnież.  

WartoƑci kilku parametr·w modelu przyjŗto identyczne we wszystkich przykĠadach. ZakĠada siŗ, ƭe 

elementy wykonane sň ze stali S235 (E0 = 210 GPa; fy = 23,5 kN/cm2; fu = 36 kN/cm2) . Kaƭdy 

element zamodelowano jako element prŗtowy, skĠadajňcy siŗ z 20 element·w skożczonych. 

Obciňƭenia osiowe sň wprowadzone jako osiowe siĠy skupione. ZakĠada siŗ, ƭe zar·wno wyboczenie 

giŗtne wok·Ġ sĠabszej osi, jak i zwichrzenie analizowanego sĠupa jest wyeliminowane przez 

prawidĠowo przyjŗte podparcia boczne. Dla uproszczenia przyjŗto, ƭe elementy dochodzňce sň 

r·wnieƭ zabezpieczone przed zwichrzeniem. Pojŗcie analizy wĠasnej odnosi siŗ do liniowej sprŗƭystej 

analizy wyboczeniowej. Pojŗcie Auto odnosi siŗ do wynik·w Narzŗdzia AutoNcr. 

ZakĠada siŗ, ƭe zastŗpcze imperfekcje geometryczne sň zgodne z pierwszň postaciň (modň) 

wyboczenia, otrzymanň w ramach sprŗƭystej analizy wyboczeniowej. Amplitudy imperfekcji sň 

wyliczone zgodnie z metodologiň opracowanň przez Chladnĩ i ġtujberov§ (2013), kt·ra jest 

zalecana przez Eurokod 3 (EC3-1-1 5.3.2(11)). Nieliniowa analiza sprŗƭysta dotyczy nieliniowej 

analizy statycznej z imperfekcjami geometrycznymi, zakĠadajňc liniowo sprŗƭysty materiaĠ. 

Nieliniowa niesprŗƭysta analiza jest identyczna pod kaƭdym wzglŗdem, ale uwzglŗdnia dodatkowo 

nieliniowoƑĻ materiaĠu. Zgodnie z zaleceniami EC3-1-1 5.4.3(4) oraz EC3-1-5 (CEN, 2009b) C.6 

zdefiniowany zostaĠ niestandardowy wykres naprŗƭenie-odksztaĠcenie, kt·ry pozwala uwzglŗdniĻ 

wzmocnienie stali przy obciňƭeniu monotonicznym (Rysunek 5). Wszystkie obliczenia zostaĠy 

wykonane w programie AxisVM.  

 
Rysunek 5 Wykres naprŗƭenie-odksztaĠcenie stali przyjŗte w analizie nieliniowej 



 

 

NoƑnoƑĻ i siĠy krytyczne obliczane sň w nastŗpujňcy spos·b:  

¶ Analiza wĠasna (globalna analiza wyboczeniowa) 

Krytyczna siĠa osiowa (wĠasna Ncr) odpowiada punktowi bifurkacji ukĠadu idealnego. 

Najmniejsza wartoƑĻ wĠasna, otrzymana z liniowej analizy wyboczeniowej 

przeprowadzonej dla analizowanego elementu obciňƭonego siĠň osiowň, przyjmowana jest 

jako Ncr. Wsp·Ġczynnik wyboczeniowy (wĠasna Ky) odpowiadajňcy obliczonej sile Ncr jest 

wyznaczony z zaleƭnoƑci przedstawionej poniƭej:  

+
“ὉὍ

ὔ ὒ
 

NoƑnoƑĻ elementu na wyboczenie giŗtne (wĠasna NbRd) jest wyznaczana przez ModuĠ 

Wymiarowania Stali (SD1) w programie AxisVM zgodnie z EC3 wykorzystujňc wĠasna Ky 

jako danň poczňtkowň.  

¶ Obliczenia automatyczne 

Krytyczna siĠa osiowa (Auto Ncr) i odpowiadajňcy wsp·Ġczynnik wyboczenia (auto Ky) jest 

wyznaczany przez Narzŗdzie AutoNcr , wykorzystujňce metodologiŗ opisanň w Rozdziale 3. 

NoƑnoƑĻ elementu na wyboczenie giŗtne (Auto NbRd) jest wyznaczane przez ModuĠ 

Wymiarowania Stali (SD1) AxisVM zgodnie z EC3, wykorzystujňc wartoƑĻ auto Ky jako danň 

poczňtkowň.  

¶ Nieliniowa analiza sprŗƭysta 

Krytyczna siĠa osiowa (nieliniowa sprŗƭysta Ncr) jest okreƑlona jako obciňƭenie osiowe w punkcie 

przegiŗcia krzywej Ƒcieƭki r·wnowagi (siĠa ð przemieszczenie poziome). NoƑnoƑĻ na 

wyboczenie (nieliniowa sprŗƭysta Nb,Rd) jest okreƑlona jako wartoƑĻ obciňƭenia osiowego, kt·ra 

powoduje 100% wykorzystania noƑnoƑci elementu. Jest ona sprawdzana wtedy, jedynie jako 

warunek wytrzymaĠoƑciowy noƑnoƑci przekroju (warunek N-M-V w Module 

Wymiarowania Stali (SD1) AxisVM). 

¶ Nieliniowa analiza niesprŗƭysta 

NoƑnoƑĻ na wyboczenie (nieliniowa niesprŗƭysta NbRd) jest okreƑlona jako maksymalny punkt na 

krzywej Ƒcieƭki r·wnowagi (siĠa ð przemieszczenie poziome) tj. maksymalna noƑnoƑĻ 

przekroju z modelu numerycznego.  
  



 

 

4.1 SĠup z podporami tylko na koœcach 

W pierwszej grupie przykĠad·w analizowany jest pojedynczy sĠup z kilkoma opcjami podparcia 

na swoich kożcach. SĠup ma wysokoƑĻ 4 m, wykonany jest z przekroju HE200A i zostaĠ 

obciňƭony osiowo siĠň skupionň, przyĠoƭonň do jego gĠowicy. 

4.1.1 SĠup swobodnie podparty  

Pierwszy przykĠad dotyczy podstawowego problemu wyboczenia giŗtnego: sĠupa swobodnie 

podpartego. Na Rysunku 6a przedstawiono dane wejƑciowe  

i postaĻ wyboczeniowň sĠupa, otrzymanň z liniowej, sprŗƭystej analizy wyboczeniowej jak i analizy 

nieliniowej. Proszŗ zwr·ciĻ uwagŗ, ƭe obie postacie sň praktycznie identyczne.  

Wykresy na Rysunku 6b przedstawiajň relacjŗ siĠa osiowa ð maksymalne przemieszczenie poziome 

(w pĠaszczyƫnie wyboczenia) dla kilku typ·w analiz. Wszystkie wykresy przedstawiajň 

przemieszczenie poziome, mierzone w punkcie Ƒrodkowym sĠupa. Wyniki przeprowadzonych 

analiz zestawione zostaĠy w Tabeli 1.  

Wyniki otrzymane z Narzŗdzia AutoNcr doskonale odpowiadajň wynikom otrzymanym z analizy 

wyboczeniowej (tzw. wĠasnej). R·ƭnica miŗdzy analizň liniowň i nieliniowň jest pomijalna.  

 

 

Rysunek 6 Analiza wyboczenia giŗtnego sĠupa swobodnie podpartego. a) dane poczňtkowe i postacie wyboczenia; b) 

wykresy siĠa osiowa - maksymalne przemieszczenie poziome dla r·ƭnych analiz. 

 

Tabela 1 Podsumowanie wynik·w analizy wyboczeniowej sĠupa swobodnie podpartego. SiĠy podane w kN. 

 Ky Ncr  NbRd 

wĠasna 1.00 4784 1110 

AutoNcr 1.00 4784 1110 

nieliniowa sprŗƭysta - 4809 1126 

nieliniowa niesprŗƭysta - - 1116 

 

  



 

 

4.1.2 Utwierdz ony sĠup ramy przechyĠowej 

Drugi przypadek przedstawia ukĠad przechyĠowy sĠupa, kt·ry nie posiada podparcia bocznego 

w g·rnym wŗƫle (Rysunek 8a). Definicja ăprzechyĠowoƑció ram wytĠumaczona jest w dokumentacji 

do EC3 (ECCS, 2006) w punkcie 4.3.2.1.2:  

òTermin nieprzechyĠowa rama odnosi siŗ do ram, kt·rych odpowiedƫ 

kinematyczna na siĠy poziome w pĠaszczyƫnie ramy jest wystarczajňca duƭa, 

aby moƭna byĠo pominňĻ dodatkowe siĠy i momenty wynikajňce 

z przemieszczenia poziomego (tzw. efekty P - ǃ). Oznacza to, ƭe globalne 

efekty drugiego rzŗdu mogň byĻ pominiŗte. W przypadku, gdy efekty 

drugiego rzŗdu nie sň pomijalne, ramŗ klasyfikujemy jako przechyĠowň.ó 

Naleƭy zwr·ciĻ uwagŗ, ƭe przechyĠowoƑĻ i kwestie stŗƭenia ramy dotyczň innych aspekt·w jej 

odpowiedzi kinematycznej. Atrybuty przechyĠowoƑci dotyczň wraƭliwoƑci ukĠadu na efekty 

drugiego rzŗdu, natomiast atrybuty stŗƭenia dotyczň wystŗpowania bňdƫ nie, 

odpowiednio sztywnego stŗƭenia. Dlatego, stŗƭone ramy nie zawsze bŗdň ukĠadami 

nieprzechyĠowymi. Ten drugi warunek powinien byĻ zweryfikowany niezaleƭnie od stŗƭenia.  

Norma EC3-1-1 w punkcie 5.2.1(3) sugeruje przyjŗcie poniƭszych kryteri·w niewraƭliwoƑci na 

efekty drugiego rzŗdu:  

‌ ρπ   dla analizy sprŗƭystej 

‌ ρυ   dla analizy plastycznej, 

gdzie Fcr jest siĠň krytycznň zwiňzanň z globalnň postaciň wyboczenia, FEd jest obciňƭeniem 

obliczeniowym konstrukcji, a ɻcr jest mnoƭnikiem obciňƭenia krytycznego.  

Jeƭeli wpĠyw zwichrzenia na globalnň postaĻ niestatecznoƑci jest pomijalny, wtedy mnoƭnik (ncr) 

otrzymany z analizy wyboczeniowej (zakĠadka Wyboczenie w AxisVM) jest dobrym przybliƭeniem 

ɻcr.  

Efekty drugiego rzŗdu majň duƭy wpĠyw na sprŗƭyste obciňƭenie krytyczne  

i wraƭliwoƑĻ na globalnň utratŗ statecznoƑci element·w ram przechyĠowych. OkreƑlenie 

atrybutu przechyĠowoƑci elementu naleƭy do uƭytkownika, kt·ry definiuje go w oknie 

dialogowym Parametr·w Wymiarowania Stali (Rysunek 7). Z tego miejsca jest on odczytywany przez 

Narzŗdzie AutoNcr. Naleƭy zwr·ciĻ uwagŗ, ƭe wyboczenie wok·Ġ lokalnej osi y elementu 

wystŗpuje w lokalnej pĠaszczyƫnie x-z. Dlatego sĠup w przykĠadzie jest ustawiony jako 

przechyĠowy w lokalnej pĠaszczyƫnie x-z, a nieprzechyĠowy w pĠaszczyƫnie y-z (nie rozpatrujemy 

w tym momencie wyboczenia giŗtnego wok·Ġ sĠabszej osi).  

Dane wejƑciowe i postacie wyboczenia sĠupa przedstawiono na Rysunku 8a. Postacie wyboczenia 

otrzymane ze statyki nieliniowej i liniowej analizy wyboczeniowej sň praktycznie identyczne. 

Naleƭy zauwaƭyĻ, ƭe chociaƭ postaĻ wyboczenia w tym przypadku r·ƭni siŗ od postaci 

z poprzedniego przykĠadu, to i tak odpowiada im ten sam wsp·Ġczynnik wyboczenia giŗtnego. 

Dlatego wiŗc, sprŗƭyste obciňƭenie krytyczne i odpornoƑĻ na wyboczenie giŗtne sň r·wnieƭ takie 

same jak w poprzednim przykĠadzie (Rysunek 8b, Tabela 2). Istotnň r·ƭnicň jest poziome 

przemieszczenie sĠupa, kt·re dla przykĠadu pierwszego i drugiego wynosi odpowiednio 6,06 mm 

i 3,03 mm. (W tym przykĠadzie maksymalne przemieszczenie zostaĠo zmierzone w poziomie 

gĠowicy sĠupa).  



 

 

Podobnie jak w poprzednim przykĠadzie, wyniki otrzymane z Narzŗdzia AutoNcr idealnie pasujň 

do wynik·w otrzymanych z analizy wyboczeniowej. R·ƭnice pomiŗdzy analizň liniowň 

i nieliniowň sň r·wnieƭ pomijalne.  

 

Rysunek 7 Ustawienie atrybut·w przechyĠowoƑci projektowanych element·w  

w programie AxisVM. 

 

 

 

Rysunek 8 Analiza wyboczeniowa przechyĠowego, utwierdzonego sĠupa. a) dane wejƑciowe i postaĻ wyboczenia; b) 

wykresy siĠa osiowa - maksymalne przemieszczenie poziome dla r·ƭnych analiz. 



 

 

Tabela 2 Podsumowanie wynik·w analizy wyboczeniowej przechyĠowego, utwierdzonego sĠupa. SiĠy podane sň 

w kN. 

 Ky Ncr  NbRd 

wĠasny 1.00 4784 1110 

AutoNcr 1.00 4784 1110 

nieliniowa sprŗƭysta - 4824 1127 

nieliniowa niesprŗƭysta - - 1116 

 

4.1.3 Wspornik (sztywne zamocowanie)  

Trzecim przykĠadem jest sĠup wspornikowy. Element taki ze wzglŗdu na brak podparcia 

bocznego w jego g·rnym wŗƫle rozpatrywany jest jako element przechyĠowy, a wiŗc tym samym 

wraƭliwy na efekty drugiego rzŗdu. Dane wejƑciowe i postacie wyboczenia przedstawiono na 

Rysunku 9a. Na Rysunku 9b i w Tabeli 3 przedstawiono wyniki otrzymane z r·ƭnych analiz. 

Wszystkie analizy prowadzň do wynik·w nieznacznie r·ƭniňcych siŗ od referencyjnych wynik·w 

otrzymanych z analizy wyboczeniowej.  

 

Rysunek 9 Analiza wyboczeniowa sĠupa wspornikowego. a) dane wejƑciowe i postaĻ wyboczenia; b) wykresy siĠa 

osiowa - maksymalne przemieszczenie poziome dla r·ƭnych analiz. 

 

Tabela 3 Podsumowanie wynik·w analizy wyboczeniowej sĠupa wspornikowego. SiĠy podane sň w kN. 

 Ky Ncr  NbRd 

wĠasny 2.00 1196 732.6 

AutoNcr 2.00 1196 732.6 

nieliniowa sprŗƭysta - 1198 745.0 

nieliniowa niesprŗƭysta - - 727.7 

 

  



 

 

4.1.4 Wspornik (zamocowanie  podatne )  

Pierwsze trzy przykĠady dotyczyĠy przypadk·w, kt·re kaƭdy praktykujňcy inƭynier jest w stanie 

rozwiňzaĻ bez pomocy komputera. Ten model jest pierwszym wƑr·d przykĠad·w, kt·ry wykracza 

poza typowe przypadki poprzez wprowadzenie do niego podparcia podatnego. Poprzedni przykĠad 

pokazuje rozwiňzanie dla idealnie sztywnego zamocowania sĠupa. Jeƭeli umoƭliwiony jest obr·t na 

podporze sĠupa, wtedy ukĠad konstrukcyjny jest chwiejny a siĠa krytyczna jest r·wna zero. Wyniki dla 

podpory podatnej powinny byĻ pomiŗdzy tymi dwoma rozwiňzaniami.  

SztywnoƑĻ podparcia jest zdefiniowana jako RYY = 2EI/ L, gdzie E, I oraz L sň odpowiednio 

poczňtkowň sztywnoƑciň materiaĠu (stali), momentem bezwĠadnoƑci wzglŗdem silniejszej osi 

przekroju sĠupa i wysokoƑciň sĠupa. Naleƭy zauwaƭyĻ, ƭe z powodu skożczonej sztywnoƑci podpory, 

styczna do postaci wyboczenia w poziomie podparcia nie jest pionowa, por·wnaj Rysunek 10a 

z Rysunkiem 9a.  

Skożczona sztywnoƑĻ podparcia jest takƭe zauwaƭalna w wynikach analiz (Rysunek 10b, Tabela 4). 

Wzglŗdem poprzedniego przykĠadu otrzymana wartoƑĻ sprŗƭystej osiowej siĠy krytycznej wynosi 

47%, a noƑnoƑĻ ze wzglŗdu na wyboczenie stanowi 59% poprzedniej wartoƑci. WartoƑĻ 

wsp·Ġczynnika wyboczeniowego wynosi 2.92.  

Mimo, ƭe rozbieƭnoƑci wynik·w w analizowanym przykĠadzie sň wiŗksze niƭ w poprzednich 

przykĠadach, to i tak mieszczň siŗ one w dopuszczalnym zakresie biorňc pod uwagŗ nieodĠňcznň 

niepewnoƑĻ analizy wyboczeniowej.  

 

Rysunek 10 Analiza wyboczeniowa sĠupa wspornikowego (utwierdzenie  

z podatnoƑciň obrotowň). a) dane wejƑciowe i postaĻ wyboczenia; b) wykresy siĠa osiowa - maksymalne 

przemieszczenie poziome dla r·ƭnych analiz. 

 

Tabela 4 Podsumowanie wynik·w analizy wyboczeniowej sĠupa wspornikowego (utwierdzenie z podatnoƑciň 

obrotowň). SiĠy podane sň w kN. 

 Ky Ncr  NbRd 

wĠasny 2.92 562 432.2 

AutoNcr 2.97 542 421.3 

nieliniowa sprŗƭysta - 558 444.7 

nieliniowa niesprŗƭysta - - 435.8 



 

 

4.1.5 DokĠadnoŝĻ Narzŉdzia Auto Ncr przy analizie pojedynczych sĠup·w 

Poprzedni przykĠad pokazaĠ, ƭe okreƑlenie sprŗƭystej osiowej siĠy krytycznej w przypadku element·w 

z podatnymi podporami jest wiŗkszym wyzwaniem niƭ w przypadku element·w sztywno 

zamocowanych lub swobodnie podpartych. W tej czŗƑci om·wiona zostanie jak dokĠadnoƑĻ 

Narzŗdzia AutoNcr zmienia siŗ po wprowadzeniu podp·r podatnych. Naleƭy zauwaƭyĻ, ƭe 

z praktycznego punktu widzenia, dobra dokĠadnoƑĻ takiego narzŗdzia w kontekƑcie podatnych 

podp·r jest szczeg·lnie istotna. Zwiňzane jest to z tym, ƭe sztywnoƑci podparĻ od dochodzňcych 

belek czy sĠup·w sň w rzeczywistoƑci podatne.  

Jako pierwszy przeanalizowany jest przypadek sĠupa swobodnie podpartego z pierwszego przykĠadu. 

Wykresy na Rysunku 11 przedstawiajň sprŗƭystň siĠŗ krytycznň (Ncr), noƑnoƑĻ na wyboczenie (NbRd) 

i wsp·Ġczynnik wyboczenia giŗtnego (Ky) jako funkcja sztywnoƑci podparcia g·rnego wŗzĠa. 

SztywnoƑĻ tego podparcia jest okreƑlona tutaj jako wartoƑĻ wzglŗdna do sztywnoƑci giŗtnej 

referencyjnego sĠupa, kt·ry jest sztywno zamocowany i podparty przegubowo na g·rze (4EI/ L). 

Dop·ki sztywnoƑĻ podparcia g·rnego wŗzĠa nie przekracza 0,01 krotnoƑci sztywnoƑci sĠupa 

referencyjnego to otrzymane wyniki sň zbliƭone do wynik·w otrzymanych z pierwszego przykĠadu: 

Ky = 1,0, Ncr = 4787 kN oraz NbRd = 1110 kN. W przypadku, gdy sztywnoƑĻ podparcia wŗzĠa 

g·rnego wzrasta, wtedy Ncr i NbRd r·wnieƭ wzrastajň, podczas gdy Ky stopniowo maleje. Gdy 

sztywnoƑĻ podparcia wŗzĠa g·rnego przekroczy 100 krotnoƑĻ sztywnoƑci sĠupa referencyjnego 

otrzymane wyniki sň bardzo zbliƭone do przypadku sztywno-przegubowego Ky = 0,699, Ncr = 9792 

kN i NbRd = 1192 kN. 

Narzŗdzie AutoNcr zapewnia idealne wyniki dla przypadk·w szczeg·lnych, jak r·wnieƭ, co jest bardziej 

istotne, zapewnia wysoce zbliƭone wyniki dla przypadk·w z podatnymi podporami (por·wnaj liniŗ 

ciňgĠň z liniň przerywanň na Rysunku 11). Maksymalna wartoƑĻ bĠŗdu wynosi odpowiednio 0,90%, 

1,80% oraz 0,22%  dla  Ky, Ncr, oraz NbRd. 

 

 

Rysunek 11 Parametry wyboczenia giŗtnego sĠupa przegubowo zamocowanego na dole i podatnie podpartego na g·rze. 

Linie ciňgĠe odnoszň siŗ do wynik·w z analizy wyboczeniowej, przerywane linie odnoszň siŗ do wynik·w Narzŗdzia 

AutoNcr. 

 



 

 

Wyniki dla wspornika z przykĠadu trzeciego sň przedstawione na Rysunku 12. SztywnoƑĻ podpory 

dolnej zmienia siŗ od idealnego przegubu do utwierdzenia. PeĠne zamocowanie odpowiada trzeciemu 

przykĠadowi z RozdziaĠu 4.1.3. Czwarty przykĠad, w kt·rym sztywnoƑĻ podparcia wynosi 2EI/ L, 

dotyczy wartoƑci 0,5 na osi poziomej z Rysunku 12. Naleƭy zauwaƭyĻ, ƭe r·ƭnice pomiŗdzy 

sprŗƭystň siĠň krytycznň i noƑnoƑciň na wyboczenie giŗtne zmniejszajň siŗ wraz ze 

zmniejszajňcň siŗ sztywnoƑciň podparcia.  

Narzŗdzie AutoNcr daje wyniki akceptowalne nawet dla maĠych sztywnoƑci podparcia 

i wsp·Ġczynnika wyboczenia giŗtnego poza wartoƑĻ 2,0. Maksymalna wartoƑĻ bĠŗdu 

w wartoƑciach Ky, Ncr, oraz NbRd, wynosi odpowiednio 1.80%, 3.70% oraz 3.10% (patrz Rysunek 

12). W kontekƑcie zastosoważ praktycznych i niepewnoƑci analizy wyboczeniowej wyniki dla 

przeanalizowanych powyƭej przypadk·w naleƭy uznaĻ za poprawne.  

 

Rysunek 12 Parametry wyboczenia giŗtnego sĠupa wspornikowego z podatnym utwierdzeniem. Linie ciňgĠe odnoszň 

siŗ do wynik·w z analizy wyboczeniowej, przerywane linie odnoszň siŗ do wynik·w Narzŗdzia AutoNcr. 

  



 

 

4.2 SĠup z wieloma  podp orami 

Poniƭsze przykĠady pokazujň moƭliwoƑci stosowania Narzŗdzia AutoNcr  

w przypadku sĠup·w z kilkoma podporami na ich dĠugoƑci. Podstawowe parametry zadaż 

(przekr·j poprzeczny sĠupa, charakterystyka materiaĠowa, ustawienia analizy) sň identyczne 

z parametrami przyjŗtymi w poprzednich zadaniach.  

4.2.1 Ŝciskanie osiowe, podparcie  w poĠowie wysokoŝci  

W ramach pierwszego przykĠadu analizowane jest zachowanie sĠupa swobodnie podpartego 

z dodatkowň przegubowň podporň w poĠowie jego wysokoƑci. Na Rysunku 13a zestawiono dane 

wejƑciowe i pokazano postaĻ wyboczeniowň sĠupa. Naleƭy zauwaƭyĻ, ƭe sĠup w tym przykĠadzie 

skĠada siŗ z dw·ch segment·w. Kaƭdy z segment·w jest identyczny z przypadkiem sĠupa 

swobodnie podpartego z RozdziaĠu 4.1.1. Istotna r·ƭnica pomiŗdzy wspomnianymi przykĠadami 

polega na tym, ƭe w aktualnie analizowanym przykĠadzie dwa segmenty sň poĠňczone, co 

powoduje ich wsp·ĠzaleƭnoƑĻ (tj. Ncr kaƭdego niezaleƭnie analizowanego segmentu wpĠywa na 

Ncr ukĠadu). Prowadzi to do tego, ƭe problem przedstawiony na Rysunku 13 jest trudniejszy niƭ 

przypadki opisane w Rozdziale 4.1.  

Na Rysunku 13b i w Tabeli 5 podsumowano wyniki przeprowadzonych analiz. Poniewaƭ g·rna 

i dolna czŗƑĻ sĠupa jest identyczna, ich statecznoƑĻ jest opisana tň samň siĠň Ncr. Naleƭy zauwaƭyĻ, 

ƭe wartoƑĻ Ncr jest taka sama jak wartoƑĻ siĠy krytycznej z przykĠadu z rozdziaĠu 4.1.1. Narzŗdzie 

AutoNcr prawidĠowo wyznaczyĠo charakterystyki wyboczeniowe zadania.  

 

 

Rysunek 13 Analiza wyboczeniowa sĠupa swobodnie podpartego z dodatkowň podporň w poĠowie jego wysokoƑci. 

a) dane wejƑciowe i postaĻ wyboczenia; b) wykresy siĠa osiowa - maksymalne przemieszczenie poziome dla r·ƭnych 

analiz. 

 

  



 

 

Tabela 5 Podsumowanie wynik·w analizy wyboczeniowej sĠupa swobodnie podpartego z dodatkowň podporň 

w poĠowie jego wysokoƑci. SiĠy podane sň w kN. 

 Ky Ncr  NbRd 

wĠasny 1.00 4784 1111 

AutoNcr 1.00 4784 1111 

nieliniowa sprŗƭysta - 4813 1128 

nieliniowa niesprŗƭysta - - 1116 

 

4.2.2 Podparcie poŝrednie, odcinkowo staĠa ŝciskajńca siĠa osiowa 

W tym przykĠadzie podkreƑlone zostanie znaczenie rozkĠadu siĠy normalnej na dĠugoƑci 

elementu. Dane wejƑciowe sň identyczne jak w poprzednim przykĠadzie poza rozkĠadem siĠy 

osiowej tj. poĠowa siĠy zostaĠa przyĠoƭona do g·rnego wŗzĠa sĠupa a druga poĠowa siĠy zostaĠa 

przyĠoƭona do podpory poƑredniej (Rysunek 14a). Wynika z tego, ƭe g·rna czŗƑĻ sĠupa obciňƭona 

jest siĠň osiowň 0,5 N, a dolna czŗƑĻ sĠupa siĠň N. SiĠa Ncr jest zdefiniowana jako iloczyn 

mnoƭnika obciňƭenia krytycznego (najniƭsza wartoƑĻ wĠasna) i obciňƭenia. Wynika stňd, ƭe g·rna 

czŗƑĻ sĠupa bŗdzie miaĠa o poĠowŗ mniejszň wartoƑĻ Ncr niƭ dolna czŗƑĻ. Prowadzi to do 

wiŗkszego wsp·Ġczynnika wyboczenia giŗtnego i mniejszej noƑnoƑci na wyboczenie giŗtne g·rnej 

czŗƑci sĠupa.  

Na poczňtku wyniki te mogň byĻ zaskakujňce, ale istnieje wyjaƑnienie tego zjawiska. Wyobraƫmy 

sobie poszukiwanie siĠy Ncr jako eksperyment, w kt·rym obciňƭenie osiowe w konstrukcji 

stopniowo wzrasta do momentu utraty statecznoƑci. W takim przypadku zauwaƭylibyƑmy, ƭe 

przemieszczenia poziome dolnej czŗƑci sň wiŗksze (zakĠadajňc jednakowe imperfekcje obu 

czŗƑci), gdyƭ siĠa osiowa i moment zginajňcy drugiego rzŗdu bŗdň wiŗksze w dolnej czŗƑci. 

Jednakƭe, dolna czŗƑĻ nie moƭe byĻ uproszczona do przypadku swobodnie podpartego sĠupa. 

Jest tak dlatego, poniewaƭ g·rna czŗƑĻ sĠupa, jako element poddany mniejszemu Ƒciskaniu, bŗdzie 

w stanie zapewniĻ podparcie obrotowe dla dolnej czŗƑci sĠupa (w Ƒrodku rozpiŗtoƑci caĠego 

sĠupa). Dlatego, dolna czŗƑĻ sĠupa zniszczy siŗ przy wiŗkszej sile Ƒciskajňcej niƭ swobodnie 

podparty sĠup, a z kolei g·rna czŗƑĻ sĠupa zniszczy siŗ przy mniejszej sile Ƒciskajňcej niƭ 

swobodnie podparty sĠup. Prowadzi to do r·wnowagi, przy kt·rej obie czŗƑci utracň statecznoƑĻ 

jednoczeƑnie.  

 



 

 

 

Rysunek 14 Analiza wyboczeniowa sĠupa obciňƭonego odcinkowo staĠň siĠň osiowň. a) Dane wejƑciowe i postaĻ 

wyboczenia; b) wykresy siĠa osiowa - maksymalne przemieszczenie poziome dla r·ƭnych analiz. 

 

Tabela 6 Podsumowanie wynik·w analizy wyboczeniowej sĠupa obciňƭonego odcinkowo staĠň siĠň osiowň. SiĠy 

podano w kN. (wartoƑci NbRd w nawiasach okrňgĠych dotyczň globalnej postaci zniszczenia. Analizowany element nie 

musi ulec zniszczeniu przy tych poziomach obciňƭenia). 

  Ky Ncr  NbRd 

GĎRA 

wĠasny 1.27 2971 1025 

AutoNcr 1.29 2879 1018 

nieliniowa sprŗƭysta - 2996 (576.9) 

nieliniowa niesprŗƭysta - - (577.1) 

DĎğ 

wĠasny 0.90 5943 1140 

AutoNcr 0.91 5752 1136 

nieliniowa sprŗƭysta - 5991 1154 

nieliniowa niesprŗƭysta - - 1154 

 

W przypadku, gdy utrata statecznoƑci elementu konstrukcyjnego w znaczňcy spos·b jest 

uzaleƭniona od wartoƑci siĠy osiowej innego elementu, obciňƭenie osiowe powinny byĻ zawsze 

brane pod uwagŗ przez Narzŗdzie AutoNcr. Fakt ten okreƑla uƭytkownik w oknie dialogowym 

Parametry Wymiarowania Stali (Rysunek 15). Umoƭliwia to przeprowadzenie indywidualnych 

obliczeż, bazujňcych na rozkĠadzie siĠ wewnŗtrznych, kt·re odpowiadajň okreƑlonej kombinacji 

obciňƭeż. Przy duƭej liczbie kombinacji obciňƭeż i zĠoƭonym modelu konstrukcji zakres 

koniecznych obliczeż numerycznych moƭe byĻ czasochĠonny.  

Uƭytkownik moƭe zadecydowaĻ, czy wykorzystaĻ rozwiňzanie przybliƭone, aby przyspieszyĻ czas 

obliczeż. Rozwiňzanie przybliƭone zakĠada staĠy rozkĠad siĠy Ƒciskajňcej wzdĠuƭ analizowanego 

elementu i pomija wpĠyw Ƒciskania w pozostaĠych elementach. To uproszczenie redukuje czas 

obliczeż, lecz naleƭy mieĻ na uwadze ograniczenia jakie ze sobň niesie. W analizowanym 

przykĠadzie, podejƑcie przybliƭone nie zr·ƭnicuje zachowania g·rnej i dolnej czŗƑci sĠupa, co 

daĠoby rezultaty, kt·re sň identyczne do tych z poprzedniego przykĠadu.  

W takim przypadku nie naleƭy stosowaĻ rozwiňzania przybliƭonego.  



 

 

Na Rysunku 14b oraz w Tabeli 6 przedstawione sň wyniki otrzymane z r·ƭnych analiz. Naleƭy 

zauwaƭyĻ, jak aktualne wyniki zmieniĠy siŗ w stosunku do wynik·w pokazanych w Tabeli 5. 

Wyniki alternatywnych analiz sň zgodne z wzorcowym wynikiem otrzymanym z analizy 

wyboczeniowej. Nieliniowa analiza potwierdza, ƭe g·rna czŗƑĻ sĠupa peĠni rolŗ podpierajňcň 

w modelu. Chociaƭ jej siĠa Ncr jest mniejsza w por·wnaniu do przypadku sĠupa swobodnie 

podpartego (Ncr wĠasne 2971kN < 4784kN), to jej obciňƭenie powodujňce globalnň utratŗ 

statecznoƑci (NbRd nieliniowo niesprŗƭyste = 577 kN) stanowi mniej niƭ 60% noƑnoƑci na 

wyboczenie giŗtne tej czŗƑci sĠupa (NbRd wĠasne = 1025 kN). Dzieje siŗ tak, dlatego ƭe elementem 

krytycznym sĠupa jest jego dolna czŗƑĻ.  

 

 

Rysunek 15 OkreƑlenie czy Narzŗdzie AutoNcr ma uwzglŗdniaĻ siĠy osiowe z programu AxisVM. 

 

  
















































